                                                           ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ

Ένας καθηγητής βάζει διαγώνισμα στους μαθητές, που περιλαμβάνει το εξής ένα και μοναδικό θέμα:

«Να μελετηθεί η 
[image: image1.wmf]x

x

x

f

5

)

(

-

=

 ως προς τη συνέχεια στο 0». Μετά το τέλος του διαγωνίσματος, γίνεται ο παρακάτω διάλογος ανάμεσα στους εξεταζόμενους Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, Η, Θ. Εσείς, συμμετέχετε ως ακροατής:

Α: «Μου βγήκε 
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 άρα το σωστό αποτέλεσμα είναι ότι η f είναι συνεχής στο 0. Αυτό βγάλατε κι εσείς?»
Β: «Κάποια λάθη θα έχεις κάνει στις πράξεις. Το σωστό αποτέλεσμα είναι ότι η f είναι ασυνεχής στο 0. _Τα πλευρικά όρια της f δεν βγαίνουν ίσα, οπότε το όριο δεν υπάρχει, άρα η f δεν μπορεί να είναι συνεχής στο 0!_»

(i. Συμφωνείτε με την _τελευταία πρόταση_ του Β?)

Γ: «Συμφωνώ με τον Β, η f είναι ασυνεχής στο 0, αυτό είναι το σωστό αποτέλεσμα. Και συμπληρώνω ότι ακόμη κι αν τα πλευρικά όρια έβγαιναν ίσα, πάλι το ίδιο αποτέλεσμα θα είχαμε. _Τα πλευρικά όρια της f στο 0 απειρίζονται, δεν είναι πραγματικοί αριθμοί, άρα η f δεν μπορεί να είναι συνεχής στο 0!_»

(ii. Συμφωνείτε με την _τελευταία πρόταση_ του Γ?)

Δ: «Εγώ όχι μόνο συμφωνώ με τους Β και Γ, αλλά συμπληρώνω ότι ακόμη κι αν τα πλευρικά όρια έβγαιναν ίσα και ήταν πραγματικοί αριθμοί, και πάλι το σωστό αποτέλεσμα θα ήταν ότι η f είναι ασυνεχής στο 0. _Το f(0) δεν υπάρχει καν, οπότε πώς γίνεται να ισούται με το όριο, η f δεν μπορεί να είναι συνεχής στο 0!_ 
_Ο Α θα πρέπει να έκανε πολλά λάθη στις πράξεις, ώστε και να του βγουν τα πλευρικά όρια ίσα, και να του βγουν πραγματικοί αριθμοί, και να του βγει ότι υπάρχει το f(0) και μάλιστα ίσο με το όριο!_»

(iii. Συμφωνείτε με την _τελευταία πρόταση_ του Δ?)
(iv. Συμφωνείτε με την _προτελευταία πρόταση_ του Δ?)
Ε: «Εγώ… η αλήθεια είναι ότι έδωσα λευκή κόλλα, δεν μπορούσα να απαντήσω… Βάζω στοίχημα όμως ότι οι Α, Β, Γ και Δ, όλοι τους, έβγαλαν λάθος αποτέλεσμα!» 

(v. Ας υποθέσουμε ότι σας αρέσει ο τζόγος. Θα στοιχηματίζατε υπέρ του Ε, ή κατά?) 
Ζ: «Ε, ούτε κι εγώ μπορούσα να απαντήσω. Στοιχηματίζω υπέρ σου και συμπληρώνω και κάτι άλλο. _Η f είναι συνεχής και μάλιστα σε όλα της τα σημεία και μόνο._»
(vi. Συμφωνείτε με την _τελευταία πρόταση_ του Ζ?)
Η: «Συγχαρητήρια Ζ, μόλις ανακάλυψες την Αμερική! Μα, εδώ και τόση ώρα, μόνο ένας υποστήριξε το αντίθετο! (vii. Έχει δίκιο ο Η? Αν ναι, ποιος είναι αυτός ο ένας?) Όλοι οι υπόλοιποι το θεωρούμε προφανές, δεν χρειαζόταν καν να το πεις. Πάντως εγώ δεν καταλάβαινα καθόλου την εκφώνηση οπότε: Δεν γνωρίζω, δεν απαντώ!»

Θ: «Όχι Η, γνωρίζεις, αλλά δεν απαντάς! Όσο για μένα… λευκή κόλλα, το ίδιο με τους Ε, Ζ και Η. Θα έχει ενδιαφέρον να δούμε τους βαθμούς.»

Δ: «Μα… τι να δείτε? Αφού δώσατε λευκή κόλλα! Σας είδα, φύγατε αμέσως!»

Θ: «Δεν εννοώ τους βαθμούς που πιθανόν να βάλει ο καθηγητής, εννοώ τους βαθμούς που θα έβαζε ο φίλος μας από δω! Από ένα διαγώνισμα μπορούν να βγουν συμπεράσματα όχι μόνο για τους εξεταζόμενους, αλλά και για τους βαθμολογητές!» 

(viii. Υποθέστε ότι είστε ο «φίλος» του παραπάνω διαλόγου. Έστω επίσης η κλίμακα βαθμολόγησης A, B, C. Δίνεται τέλος, ότι το πολύ ένας εξεταζόμενος έχει κάνει λάθη στις πράξεις. Να γράψετε σε μία στήλη τους εξεταζόμενους, και σε μία δεύτερη στήλη το βαθμό που θεωρείτε ότι αντιστοιχεί στον καθένα. Δικαιολογήστε τις επιλογές σας και προετοιμάστε τα επιχειρήματά σας για την περίπτωση που κάποιος εξεταζόμενος ζητήσει αναβαθμολόγηση.)
(ix. Γιατί ο Θ αφήνει ανοιχτό το ενδεχόμενο, ο καθηγητής να μην βάλει καθόλου βαθμούς?)

Απαντήσεις:
i. Η τελευταία πρόταση του Β είναι σωστή. Πράγματι, 
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ii. Η τελευταία πρόταση του Γ είναι σωστή.

iii. Η τελευταία πρόταση του Δ είναι σωστή.
iv. Η προτελευταία πρόταση του Δ είναι σωστή. Πράγματι, 
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v. Υπέρ. (!)
vi. Η τελευταία πρόταση του Ζ είναι σωστή.

vii. Ο Η έχει δίκιο. Αυτός που υποστήριξε ότι η f δεν «είναι συνεχής σε όλα της τα σημεία και μόνο», είναι ο… Α. (!) Συγκεκριμένα, υποστήριξε ότι η f είναι συνεχής και σε σημείο εκτός πεδίου ορισμού (στο 0). Οι Β, Γ και Δ μπορεί μεν να υποστήριξαν ότι η f είναι ασυνεχής στο 0, το 0 όμως δεν ανήκει στο πεδίο ορισμού, άρα πράγματι θεωρούν ότι «η f είναι συνεχής σε όλα της τα σημεία και μόνο».
viii. 

       Α - C
       B - B
       Γ - Β

       Δ - Β

       Ε - Α

       Ζ - Α

       Η - Α

       Θ - Α
Ο Α… απλώς τα… «έσπασε» όλα. (
Οι Β, Γ και Δ, έχουν κατανοήσει την έννοια της συνέχειας σε σημείο, δεν έχουν όμως κατανοήσει την έννοια της ασυνέχειας. Συγκεκριμένα θεωρούν, ότι τα ενδεχόμενα «η f είναι συνεχής στο 0» και «η f είναι ασυνεχής στο 0» είναι συμπληρωματικά (αν δεν ισχύει το ένα, θα ισχύει το άλλο). Κάτι τέτοιο, δεν είναι σωστό. Η έννοιες της συνέχειας και της ασυνέχειας, έχουν νόημα μόνο για σημεία του πεδίου ορισμού. Αυτό σημαίνει ότι αν έχουμε μια συνάρτηση f και ένα σημείο 
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, υπάρχουν τρεις περιπτώσεις:
1) Το 
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 ανήκει στο πεδίο ορισμού και η f είναι συνεχής σ’ αυτό. 

2) Το 
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 ανήκει στο πεδίο ορισμού και η f είναι ασυνεχής σ’ αυτό. 

3) Το 
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 δεν ανήκει στο πεδίο ορισμού. Σε αυτήν την περίπτωση, είναι απλώς α-νόητο να κάνουμε οποιαδήποτε συζήτηση για συνέχεια ή ασυνέχεια.
Γενικότερα: Η μελέτη συνάρτησης ως προς τη συνέχεια, αφορά αποκλειστικά και μόνο τα σημεία του πεδίου ορισμού της. Εσείς, αν σας ζητούσαν να μελετήσετε την 
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 ως προς τη συνέχεια, θα αισθανόσασταν αναγκασμένοι να εξηγήσετε και τι συμβαίνει όταν x<0? Θα το βλέπατε σαν άσκηση Μιγαδικών?
Οι Ε, Ζ, Η και Θ δείχνουν ότι έχουν καταλάβει αυτά τα λεπτά σημεία και γι’ αυτό βαθμολογούνται με άριστα. Αυτή, είναι και η σωστή απάντηση: Λευκή κόλλα.
ix. Ο Θ καταλαβαίνει ότι ο καθηγητής τους ζήτησε να κάνουν κάτι αδύνατο. Όμως τώρα, είναι επίσης αδύνατο και για τον καθηγητή να τους βαθμολογήσει. Αν τολμούσε να το κάνει, η άμυνά του θα περνούσε πολύ δύσκολες στιγμές στη συζήτηση που θα ακολουθούσε, γιατί πρώτος αυτός θα είχε κάνει το λάθος. Παρατηρείστε όμως ότι αν και ο καθηγητής δεν μπορεί να βαθμολογήσει τους μαθητές, εσείς, που διαβάσατε την ιστορία, μπορείτε! Και κάποιος τρίτος (, που «ίσως» διαβάσει τις απαντήσεις σας, μπορεί τώρα να βαθμολογήσει εσάς! Αυτό σημαίνει ότι μπορεί να πέσατε στην παγίδα του πραγματικού σας καθηγητή, ο οποίος μέσα από μια φανταστική ιστορία βρήκε έναν έμμεσο και «νόμιμο» τρόπο να σας εξετάσει στο συγκεκριμένο θέμα χωρίς να εκτεθεί ο ίδιος. Απλώς, «φόρτωσε» σε ένα φανταστικό πρόσωπο όλα τα λάθη που θα μπορούσε να κάνει, και έρχεται τώρα να σας βαθμολογήσει χωρίς τον κίνδυνο να του ζητηθεί αναβαθμολόγηση! (  
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